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I. Intro duction

MuPAD est un logiciel congu initialement par des chercheurs de I'univ ersité allemande de Paderborn. Ce n'est
pastout a fait un logiciel libre commenous allons le voir, mais presque.En e et, le logiciel est composéde deux
grands ensenbles: un noyau (kernel) qui dépend de chaque ordinateur et qui n'est pas accessibleaux utilisateurs
(il gerepar exemplele mode d'a ¢ hageselonle systemed'exploitation) et une bibliothéque de c hiers décrivant
chaque algorithme de calcul en mode texte, c'est a dire a ¢ hable et modi able sur n'importe quel éditeur de
texte. Ainsi, chaque utilisateur peut véri er, réparer, améliorer la partie mathématique du logiciel et c'est ce qui
nousimporte vraiment, nous qui sommesplus mathématiciens qu'informaticiens.

Par exemple,nous pouvonsregardercommert MuPAD calculele restede la division euclidiennede a par ba l'aide
de l'instruction irem(a,b) en éditant le c hier corresppndant dans le répertoire /usr/local/MuPA D/share/l ib
$Date: 2000/06/16 07:34:55 $ $Author: tonner $ $Revision:1.3%

irem(b,a) liefert bei Eingabe zweier ganzer Zahlen a und b den ganzzahligen (natuerlichen) Rest
bei Division von b durch a.

irem:= proc(b,a) begin

if args(0) <> 2 then error("expecting two arguments")

end_if;

if domtype(b) DOM_INThen

if domtype(a) = DOM_INThen

return( b - a*specfunc::trun c(b/a) )

elif testtype( a,Type::Numeric ) then error("Integer expected")

else return( procname(b,a) )

end_if elif testtype( b,Type:Numeric ) or domtype(a) <> DOM_INTand testtype(a,Type: :Numeic )
then

error("Integer expected")

else return( procname(b,a) ) end_if

end_proc:

Certains connaissenh déja le minimum vital en programmation et voiernt en gros de quoi il retourne. Pour les
autres, nous allons étudier les bouclestres rapidemert. Mais tout le monde peut comprendrequ'il est possiblede
modi er cetexte pour le personnaliser.Par exemple,on peut remplacer la ligne

error("Integer expected")
par

error("Bougre d'ane ! Il faut renter deux entiers")
qui est plus corviviale.
On peut aussiy trouver un intérét mathématique (qui est assezlimité dans I'exemple précéden) : par exemple,
on peut sedemandercommert MuPAD teste si un entier est premier a l'aide de isprime(n) qui renvoie TRUBU
FALSE Cette question peut étre étudiée avec desélévescommeun point de départ pour I'étude de la théorie des
nombres en terminale.

Voila pour la liberté. Mais comme d'habitude, cette liberté entraine quelquese orts de notre part (je ne dirai
pasqu'elle a un prix, mais vousvoyezce que je veux dire). Il faut faire quelquese orts pour installer MuPAD de
maniére corviviale sur son ordinateur.

Tout d'abord il faut télécharger la version 3.1 pour linux: elle est gratuite et seprésene sousla forme d'un c hier
rpm récupérable a I'adresse

http://research. muyoad.d e/ downl oad.h tml.

Unefoisinstallé, il resteraa s'occuper du logiciel chargéde tracer lesgraphiques,mais nousverrons¢ala prochaine
fois.
Une fois votre PATH complété en tapant par exemple

In -sf /usr/local/MuPAD/ share/bin/* /[usr/local/bin
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vous pouvez lancer l'application de plusieurs manieres:

par la commandemupada partir d'un terminal

par la commande xmupadque nous utiliserons aujourd’hui et qui permet de travailler de maniéere plus
conviviale sousX avecune barre de menu assezspartiate (germanique...), mais bon, c'est déja pasmal. Un
seulsouci: MUPAD estallemand et ne connait donc paslesaccerts. Lesbarresde menus serort doncinfestées
de??, et autres signescaballistiques. Pour vous en débarrasser,il sut d'utiliser un éditeur de texte pour
modi er le script de xmupadqui setrouve sur mon ordi dans /usr/local/MuPAD /s hare/ bi n/ xmyad sans
oublier de modi er lesdroits de propriété de bin et xmupad Vousy trouverezune ligne

export LC_CTYPE=C

que vous remplacerezpar

export LC_CTYPE="fr_FR"

vouspouvez utilisez deséditeurs de textes externescommepar exempleTeXmacsqui, siMuPAD estinstallé,
cortient dansle menu texte un sous-mem Session ou vous trouv erez une option MuPADVous serezalors
dans un ernvironnemert trés corvivial, avectoutes les options d'édition imaginables.

il existe égalemen I'environnemert Mupacs qui permet l'utilisation de MuPAD dansle célebreemacs.Vous
trouv erezdesrenseignemets sur le site mupacs.sf.net

Il existe encored'autres possibilités, mais celles-cisu ron t pour commencera travailler (enn !)

Il reste a débrider la mémoire du noyau en allant chercher une licensesur le site

https://www.mup ad.o rg/ myt an/ myta n. php

Il sura ensuite, une fois sousxmupad, de taper l'instruction suivante pour la licensedu lycée Jean Perrin par
exemple:

>> register("7/BSE91 "" 112100-44A20C176F-.. .. .-. .. .. ")

Bien, nous supposons maintenant que tout va bien et que vous avez une version de MuPAD exploitable et
correctemert installée.

Nous allons bientét découvrir les fonctionnalités utiles a deséléwesde lycée (ou plus vieux) d'un logiciel de calcul
formel appelé aussiCAS (Computer Algebra System) commel'est MUPAD. Les niveaux de chacun étant divers,
les activités sort de niveaux variés pour que chacuny trouve son compte.

[l. La prise en mains

Avant tout, nous aurons besoinde connaitre quelquesoutils techniques. Il faut savoir que MuPAD est doté d'un
¢ hier d'aide au format dvi extrememen complet et clair, méme s'il est écrit en anglais. On y accédepar une
icbne ou en tapant

>>  ?truc;
pour avoir un renseignemen sur truc . Le petit ";" estla pour dire a MuPAD que I'on veut que le résultat de

l'instruction s'ac he. Sil'on veut que MuPAD reste muet, on terminera par ":".

Vous pouvez accédera une aide plus personnelleen me contactant

descopau@yahoof

ou, si le probléme est plus ardu, en vousinscrivant a la liste d'aide en francais a I'adresse

http://iwww.aful .o rg/wws/ compa@e_ma /mupad/

[1.1. Sauvons nos c hiers

Pour faire de I'imp ort-export de sessionsnupad, le plus soupleest de les enregistrer en mode texte pour pouvoir
utiliser MuPAD au choix a partir d'un terminal, de xmupad ou d'un éditeur de texte.

Pour cela, vous pouvez par exemplecréer un répertoire DocMuPAD et spéci er a MUPAD les chemins d'accéset
de sortie en tapant pour les sorties

>> WRITE_PATH:="/hme/md& DodVPAD;
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et pour lesentrées

>> READ_PATH:="/hosfmoi /DocMiPAD"

Ensuite, pour écrire on tapera

>> machin:=[diff(co  s(x)/ (1+x"2),X) ];

>> write(Text,"test  ",machin);

Maintenant, redémarrerle noyau et taper

>> read("test");

Vous pouvez méme exporter vos résultats au format IATEX
>> truc:=generate:: TeX%);

>> write(Text,"/hom e/moi/DocTeXte st.t ex",t ruc)
Et commej'écris souslATEX, voyezle résultat :

|
sin(x) 2 x cos(x)
X2+1 (x2+1) 2

1.2. Saisie des instructions

On peut copier, coller commesur toute machine unix ensellectionnart avecla sourispar exemplepuis en appuyant
sur le bouton du milieu de la souris. On peut répéter une instruction tapée précédemmen en utilisant la éche
haute, seulemetn si I'on est dans un terminal. On peut rappeler le dernier résultat donné par MuPAD en tapant
%, le n-iéme résultat précéden en tapant %n. MuPAD reste sourd tant qu'on a pas validé son résultat par la
touche enirée . Sil'on veut passera la ligne sansque MuPAD n'enregistre tout de suite notre résultat, on
appuie simultanémert sur shift et entrée

>> 1+2

>>  142;

>> 142

>>  %*5;

>> 1+2

>>  3+4

>> 1+42;3+4;5+6:7*9;
>> %375

On peut placer descommertaires en n de ligne qui ne serort paslus par MUPAD mais par vos étudiants pour
les aider a comprendreun programme

>> 32 + # ceci est le symbole de l'addition #3;
>> 32/ 8 ; WToujours plus fort : une division !

>> 275; 2**6; \\deux manieres de désigner l'opération  puissance
Nous verrons bien d'autres caracteres-clefsen temps utile.

1.3. variable et type

Une variable est le nom d'un emplacemen permettant de stocker un objet d'un type donné ( nombre ertier,
vecteur, courbe, ...1a liste estlongue! ). On utilise pour celala saisie := Quand on écrit:

>>  ai=3/4;b:=3*x"3 -2* x+7;

onaecte alavariable a lenombre3/4 eta b lepolyndme3x® 2x + 7. Tant que cesvariables n'auront
pas été lib éréesde leur a ectation ellesconseneront cesvaleurs.

>> 2*a; b+4*a;

Pour leslibérer on écrit :
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>> delete(a);
>> 2*a; b+4*a;
On peut toutes leslib érer simultanément en faisart reset() ,maisil estrecommandéde bien ré échir avant... On

retiendra qu' écrire a:=x nesignie pasdonc pas aégalex mais aaonaecte lavaleurx . La nuance
résidedans le fait qu'il n'y a pas symétrie. Véri ez le rapidemert entapant successiemert

>>  rn=20;
puis
>> 32:=q;
En mathématiques, il n'est pas possibled'appliquer n'imp orte quel traitement a n'imp orte quelle variable (par
exemple, on ne peut extraire la racine carréed'un vecteur!), il enva de mémeen informatique . Avant d'appliquer
une commandeMuPAD a un groupe de variables, il faudra donc se demander
1) si ellessort bien du type qui convient
2) cortrbler la syntaxe employée.
Pour cela, on peut interroger MUPAD sur le type d'une variable donnée
>>  type(3); type(3.0); type(6/2); type(1+2)itype( 3/2); ty pe(l) ;t ype([I] )
Le domaine DOMNenvoyé est le domaine informatique du caractererentré. Vous aurez peut-étre I'occasionun jour

defaire la di érence avecDonqui renvoie un domaineayant despropriétés mathématiqueset permettra de calculer
avec desmatrices a coe cien ts ertiers, ou de calculer modulo 13 par exemple.

I1.4. Travail sur les expressions numériques

Amusons-nousun peu:

>>  37(475);

>>  sqri(3);

Pastres parlant peut-étre...alors utilisons la commandefloat qui renvoie I'approximation décimaled'un nombre
>> float(sqrt(3));

Et sil'on veut étre plus précis

>> DIGITS:=1515; float(sqrt(3));

La valeur par défaut de DIGITS, qui donne le nombre de chires signi catifs d'une approximation numérique est
10.

>> float(Pl);

Obserez maintenant

>>  reset();

>>  (2+sqrt(3))"32);

Merci MuPAD, dites-vous. Trés puissart celogiciel! Mais il sut de lui demanderce que vous voulez vraiment
>>  expand(%);

Il n'est pasla peine de rappeler aux brillants anglicistes que vous étesla signi cation du terme expand.
Nous verrons d'autres fonctions du mémetype au momert de survoler les outils algébriques.

[1.5. Résolution d'équations

L'outil généralest solve

>> solve(x"2-4*x+3= 0,x); solve(x"2-x+3=0, X);

C'est assezclassiqueet on retrouve cet outil sur les calculatrices de base.Ce qui I'est moins, c'est la capacité de
résoudredes équations dépendart de paramétres.

>> S:=solve(x"2 - s*x"2+p=0,x):

Vous avezremarqué que les solutions despremiers exemplessont a ¢ héesentre accoladesInterrogeonsMuPAD :
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>> type(solve(x*2-4 *x+3=0, X)) ;

La réponseDOM_SHousindique qu'il s'agit d'un ensenble. Nous verronsdansle paragraphesuivant consacréau
calcul de 7! que cecia une grandeimportance. Pour enrevenir a notre équation du deuxiemedegré,l'ensenble des
solutions comportera deux élémerts, ou plutét opérandesen langage MuPAD. Nous pouvons demander a notre
logiciel préféréle premier élémen de cet ensenble gracea la commande

>> op(S,1);

qui ac hele premier opérandede I'ensenble S.

Nous pouvons étre égalemen amenésa résoudre des équations non pas sur C mais sur un intervalle donné. Par
exemple, si nous voulons résoudre'équation x?> = 4 sur R*, nous indiquerons & MuPAD que notre x doit étre
positif

>> assume(x>0);

>>  solve(x"2=4,x);
On peut sinon utiliser les ensenbles habituels avec les notations suivantes

N NonNegint | N Posint N Negint

z Integer 2z Even 2Z+ 1 Odd

Q Rational Q* PosRat Q NegRat

R Real R* NonNegative | Q* NonNegRat
R + Positive R Negative C NonZero
iR Imaginary | iZ Intimaginary P Prime

On peut résoudreégalemen dessystémeslinéaires
>> reset():solve({x  +2*y+a*z=-1, a*x+y+z=2,2*x+a*y-z=3}{ X, v, z}) ;

Il existe desoutils d'algébre linéaire plus adaptésque nous verrons plus tard.
On peut résoudredesinéquations

>>  solve(x"2-2*x-4> =2*X, X) ;
deséquationstrigonométriques

>> solve(cos(x)=sin  (x) ,x);

A vous d'imaginer d'autres situations...

I1.6. Simplications et ré-écritures

Voici un petit test booléenqui utilise la commandeis et ici I'égalité ( a distinguer de I'a ectation =)

>> is(1+1=2);

Continuons

>> is((X-1)*(x+1)=x  "2-1);

Tu parlesd'un logiciel de calcul formel...

En fait, MUPAD ne compareradeux polynémesque s'ils sort sousforme développée. Les chosesse compliquert

s'il s'agit de polyndbmesa plusieurs indéterminéeset dépendart de parametres. Nous verrons ¢a plus tard...
Obsenons plutét

>> Y2 +ar(x+z)(X-z)+(  x"2-y"2);
>> x+a*(x+z)-(a-1)*  (x+2);
Cesproblémesviennert du codageinformatique de certainesexpressions.Nous n'entrerons pas dans les détails.

Voyons plutét quelquescommandesutiles. Nous avons déja vu expand qui développe une expressionet qui peut
étre utile ici

>>  expand(%);
>>  expand(x+at+b)"3;

Pour nous, x est de maniére convertionnelle la variable et a et b desparamétres. Ce n'est pas aussiévidert pour
MuPAD. Il sut de lui expliquer que nous voulons privilégier x gracea la commandecollect
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>> collect(%,x);

Notons, tant que nousy sommesque la commandeexpand a d'autres talents cachés

>> expand(cos(a+b)) ; expand(sinh(3*x )) ;

En fait, ce n'est pasune surprise: MUPAD déweloppe desformules du binéme en exponertielle.

Il existe parallelement factor qui se comprend bien. Explorez a l'aide de l'aide la commande combine aux
multiples talents.

>> combine(arctan(2 *x) +arctan (y)+arctan(z), arctan);

Dans le mémeordre d'idée, partfrac décomposeune fraction en élémens simples.

Notez en n quela commandesimplify peut parfois s'avérer utile car elle combine plusieurs desfonctions précé-
dentes.

Il'y a beaucoup a dire sur les polynémes car de nombreusesfonctions utiles existert, par exemple coeff,
degreevec, ground, Icoeff, Idegree, Imonomial, Iterm, monomials, nterms, nthcoeff, nthmonomial,
nthterm, poly, poly2list, tcoeff,... . En arithmétiqgue despolyndmesaussigcd,lcm,gcdex,d iv ide .
Ouvrons une petite parenthésesur factor : tout le mondesait que la factorisation de X > 2 ne serapasla méme
sur Q[X] et sur R[X ]. MUPAD, lui, factorise sur Q[X ], parfois sur Q[a;X], sadez-le.

>> factor(X"2-2);

Pour ruser, on peut utiliser solve

>> solve(x*2-2=0,x) ;

Sinousne pouvons pasfactoriser dansR[X ], on peut le faire dansZ[X ] par exempleen changeart le domaine .
Nous n'en parlerons pastout de suite...

I1.7. Nom bres complexes

Nous nous contenterons d'un rapide survol de commandesqui secomprennert d'elles-mémes.
La vedette du paragrapheestle nombre | qui vérie I*I=-1
Obsernez

>> expand((3+4*1)"2 ); Re(3+4*l); Im(3+4*]); conjugate(3+4* ); abs(3+4*);
>>  exp(I*P1/3); rectform(exp(l* Pl 3)*( 1+1)*2); arg(6+2*I*sqrt(  3));

[1.8. Calculs en analyse

Lesfonctions usuellessort notéesselonles convertions internationales et secomprennen bien
>> cos(Pl); sin(Pl/4)?2;  tan(-x); arctan(tan(32*PI )) ; arctan(tan(a));

Un petit rappel:

>> assume(-Pl/2<a<P1/2 ): arctan(tan(a));

>> E-exp(l); In(32*E);

Pour étre complet, sadhez que MuPAD utilise le logarithme complexez 7! Inrjzj + i argz.
>> In(l);

C'est pourquoi on obsene

>> exp(In(x));  In(exp(x));

>> log(2,8); 1og(10,100000);

Puisqu'on en parle, la commandesqrt est aussidé nie sur C

>> sqrt(32);  sqrt(-32);

et MUPAD fait mieux que certains élévesde lycée

>> (UML) (UMM L/4);

Quelquescommandesutiles :

>> abs(-32); floor(-1.2); frac(-1.2); sign(-1.2); trunc(-1.2); round(1.3); round(1.6); max(1,2,3);

min(1,2,3);
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En n, nous pouvons calculer sommeset produits

>> sum(k,k=0..32); sum(k, k=0..n); partfrac(%); sum(1/n"2, n=1..infinity); product((1-1/k) ,k=2..32);

Ici, la notation 0..32 symbolise l'intervalle ertier [0;32].

[1.9. Limites

Pour les limites, pasde grand mystére

>>  limit(sin(x)/x, x=0); limit(x/exp(x),x =infini ty); limit(x/exp(x),x =-inf init y);
>>  |imit(cos(x),x=i nfi nity); limit(1/x,x=0);

Pour le dernier calcul, il faut étre plus précis

>>  limit(1/x,x=0,Le  ft) ; limit(tan(x),x=PI 12 ,Right) ;

Pour information, si vous avez le courage,vous pouvez véri er dans la librairie que MuPAD calcule les limites a
partir de développemerts en séries.

Vous aurez sansdoute remarqué que MuPAD attend une expressionen argumert de la commandelimit et non
pas une fonction.

Il faudra bien faire la di érence entre

>> fi=  x+In(x);

ou f estune expressionet

>>  gi=x->X+In(x);

ou g est une fonction. En e et

>> f(1); g(1); f(2); 9(2); x=2: f; g(E);

MuPAD peut transformer une expressionen fonction a l'aide de la commandefp::unapply(expr ,v ar)
>> h:=fp::unapply(f ,x) ; h(32);

>>  |imit(g(x),x=0);

Pourquoi?

>> g(x); delete(x): g(x); limit(g(x),x=0); limit(g(x),x=0,R  ight) ;

Aprés leslimites, la cortinuité, ou plutdét la discortinuité avecla commandediscont(f(x),x)
>> discont(1/sin(x)  ,x) ; discont(1/sin(x), x=-10..10);

Vous aurezremarqué que -10..10 représerte l'intervalle réel[ 10;10].

[1.10. Dériv ation

La encore,il faudra distinguer expressionet fonction, la commanden'étant pasla méme
>> D(tan); D(tan)(x); diff(tan(x),x);

Pour les dérivéessuccessies

>>  diff(tan(x),x,x) ; diff(tan(x),x$5  ); collect(%,tan(x) ); (D@5)(tan);

Et sil'on a oublié certainesformules

>> D(u*v); D(ulv); D(u@v);

satant que @est I'op érateur de composition de fonctions.
On a accésde la méme maniére aux dérivéespartielles

>>  diff(x"2*y,x);di ff( xr2*y,y); dif f( x*2*y ,x x);d if f( X 2*y.,y X) ;
En n, dansle casde fonctions d'une seulevariable, on peut utiliser I'ap ostrophe’
>>  tan'(x);
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[1.11. Primitiv es, calcul intégral

La commande-clefest int

>> int(In(x),X); int(1/sin(t),t);

MuUPAD n'est pas omnisciert

>> int(exp(x"3),x);

On peut calculer desintégrales sur des segmeits

>> int(1/(1+t"2), t=0..1); int(exp(x"3),x=0 .. 1); float(%);

>> int(In(t"2),t=-1 1), int(In(t),t=0..1 );

ou sur desintervalles non bornés

>> int(1/th2,t=1..i nfi nity); int(l/tt=-1..1) :

Notez que MUuPAD calcule les intégralesau sensdesintégralesimpropres et non pas au sensde Lebesgue
>> int(sin(t)/t,t=0 onfinity );

On peut calculer des intégrations par parties quand MuPAD senble bloqué ou e ectuer des changemens de

variables. Cescommandesne sort pas dans la librairie standard. Il faut aller les charger dans la librairie intlib
en tapant

>> intlib::byparts( int (e xpressi on, vari able),ordr e)

ou, si on estamenéa utiliser cette librairie a plusieurs reprises,on la charge en tapant
>>  export(intlib);

Enn, on peut calculer desintégrales multiples

>> int(int(2*r*cos( )~ 2,t=0.. 2*PI) r =0..R);

11.12. Développ ements limités et généralisés

On peut utiliser taylor

>> taylor(tan(x),x=  0,15); taylor(1/(1+x*2), x=-2, 15); taylor(f(x),x=0, 5);
Notez que MuPAD utilise desgrands O.

On peut e ectuer desopérations sur les développemerts

>> taylor(sin(x),x= 0,15)/t ayl or(cos(x),x=0, 15);

e ectuer desdéveloppemerts généralisés

>> taylor(sqrt(x+sq  rt( x"2+1)) -sgrt (x +sqrt (x*2-1) ), x=inf init y,5);

Si vous n'avez besoin que de la partie polynomiale du développemernt, utilisez la commandeexpr
>>  expr(taylor(tan(  x), x=0,9)) ;

11.13. Equations diéren tielles

Nous ne ferons qu'e eurer les possibilités de MUPAD en ce domaine. La résolution sefait en deux étapesqu'on
peut d'ailleurs combiner.
Tout d'abord, il s'agit de saisir 'EDO a l'aide de la commande

ode({équation,Con dI nit }, Fonctio nl nconnue(Vari able)

On peut le rentrer de maniére naturelle

>> ode(y (t)+4*y(t)  =sin(t) ,y( 1) );

et MUPAD traduit sousla forme f (y%t);y(t);t) = 0

>> ode(- sin(t) + 4 y(t) + diff(y(t), t, 1), y)
Il ne reste plus qu'a résoudrea l'aide de la commandesolve
>> solve(%);

Nous nous contenterons de cette approche algébrique.
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[1.14. Les nombres entiers

Ici encore,nousnouscontenteronsd'un survol. Desactivités spéci ques sort proposéegiansles chapitres suivants.
Lescommandesde basesort a div b eta modb qui renvoient respectivemert le quotient et le restede la division
euclidiennede a par b.

Il 'y aaussigcd(a,b) etlcm(a,b) qui donnernt respectivemernt le pgcd et le ppcm desertiers a et b.

On peut obtenir la factorisation en produit de facteurs premiers a l'aide de factor(n)

>> factor(123456789 );

On peut tester si un ertier est premier

>> isprime(12345678 9); isprime(3803);

Il'y aaussi

>> nextprime(123456 789);

Il y a surtout un grand nombre de fonctions dans la librairie numlib que je vous conseilled'explorer.

11.15. Algébre linéaire

Ce domaine est abondammert exploré par MuPAD. Chacun pourra l'approfondir selon sesbesoins. Donnons
quelqueslignes générales.

Tout d'abord, avant de construire desmatrices, MUPAD a besoinde savoir sur quel anneauvous vouleztravailler.
Par exemple,en rentrant

>> Mq:=Dom::Matrix( Dom R&io nal);

vousindiguez que vous allez travailler avecdescoe cien ts rationnels, la dimension de votre espacen'entrant pas
en ligne de compte.

Nous verrons que faire du Mgensuite. Enuméronsd'abord di éren ts domaines.L'anneau de basepeut étre

Dom::Integer pour Z

Dom::IntegerMod( 13) pour Z=13Z

Dom::Rational pour Q

Dom::Real pour desréelssansapproximation

Dom::Float pour lesapproximations numériquesdesréels
Dom::Complexpour les complexes

Dom::Distributed Pdyn onia I([ X] ,Dom:| nte ger) pour travailler dans I'anneau des polynédmesa coe -
ciernts entiers.

Pour travailler dans un anneauquelconque,et si I'on veut utiliser desparametres,il sura de rentrer
>>  M:=Dom::Matrix()

Maintenant, il reste a renter les matrices.
On peut la rentrer ala main par lignesen rappelant le domaine dans lequel on travaille

>> A:=Mq([[1,2,3],] 4,5.6], [7, 8,9]] )

>> B:=Mq([[1,0,1]] 0,1,0], [1, 1,2]] );
puis e ectuer les opérations usuelles

>> A+B; A*B; 1/B; 1/A; B"10; A*B-B*A;
On peut créer desmatrices de tailles diverses
>> a:=Mq(4,1,[1,2,3 ,4]);

Les matrices sort en fait deslistes® de listes, donc en particuliers deslistes. On les traitera donc commetelles.
Nousétudieronsplus précisémen leslistes au chapitre suivant, mais sadhezquevouspouvezappliquer une fonction
a tous les coe cien ts d'une matrice a l'aide descommandesmap(A,f) et zip(A,B,f)

>> M:=Dom::Matrix() ; C:=M([[1,0,2],[ 0,3,0], [4.,5, 6]]) ; F:=map(C,cos); G:=zip(C,F,(x,y) ->2*x"2-y) ;

1. Suite d'éléments ordonnés écrits entre crochets
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Pour la suite, nous aurons besoinde charger la volumineuselibrairie linalg
>> export(linalg);

Impossiblede parler de toutes les commandes.Faites-vous une idée en tapant
>> ?linalg;

On peut au moins parler du déterminant, du polyndme caractéristique

>> det(A); det(B); charpoly(A,X);

desvaleurs propres

>> eigenvalues(F); # pour rigoler...#

Accordonsquelquesinstants aux résolutions de systemeslinéaires. Plusieurs méthodes d'entrée sort possibles.
Tout d'abord, nous pouvons rentrer les systémesde maniére naturelle gracea la commandeexpr2Matrix(liste
des équations, liste des variables) (en anglais exprédione tou matrix) qui transforme comme son nom
l'indigue une expressionen matrice. On peut rentrer en troisiéme argumert optionnel le domaine descoe cien ts,
par exempleDom::Integer . Ainsi

>> S:=expr2Matrix([ x+2*y+3*z=4,y+7*z2=6,x+y+z=3], [X,y,Z] );
puis
>> matlinsolve(S);

ac hele triplet solution, s'il existe.
Nous aurions pu sinon rentrer une matrice carréereprésenant le systémelinéaire et une matrice colonnean de
résoudrel'équation AX = B.

>> A=M([1,2,3][0 .1, 7],[1,1,1]]) ; B:=M(3,1,[4,6,3] ); matlinsolve(A,B) ;

[1.16. Et le reste

Il estimpossibled'étre exhaustif. Nous n‘avonsexploré qu'a peine 1% descommandesde MuPAD. Explorez l'aide,
leslibrairies, pour vousrendre compte que MuPAD esttres riche et cortient desmodules exploitables bien au-dela
du premier cycle universitaire. Notons simplemert que nous n'avons pas évoqué la librairie stats pourtant trés
importante que les spécialistespourront décortiquer.

1. Quelques exercices de MA O (maths assistées par ordinateur)

Exercice 1 Noyau, image

Qu'est-ce que I'endomorphisme de R? d'expressionanalytique canonique

8
2,0 - 1.2
5 _ 5
.>y0:§+§
5 5

Vous aurez besoinde déterminer la matrice A assiée,le noyau de A gracea nullspace(A) qui en renvoie une
base,l'image avecbasis(A) . Ensuite, a vous d'essger des petits calculs sur A pour deviner sa nature.

Exercice 2 Puissances de matrices

0 1
1.0 2 2

1) SoitA=§@2 0 1A,
2 1 0

a) Calculer A2;A3 et A%,
b) Montrer quefA;A2;A3:A%g estun groupe pour le produit matriciel de M 3(R).
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2) Pour chacunedesmatrices A suivantes, calculer A" pour tout n 2 N.
1 a
a) 01 aveca?2 R.

b) La matrice J, de M ,(R) dont tous les coe cien ts sort égauxa 1.

Exercice 3 Inverse d'une matrice

0 1
1 0 a
Soit A= @1 a 1A. Pour quellesvaleurs de a, la matrice A est-elleinversible. Calculez alors I'in vesrede A.
a 0 1

Exercice 4 EDO

TestezMuPAD sur les équations suivantes
1) (x+1)y° xy=0
2) (1+ x?)y%+ xy = 3x3 + 3x 1+ x?)y°+xy =1
3) xy%+ 2y = x=(1 + x?)
4) ¥°= jyj
5 1 x2y° y?2 1=0
6) yO 3y%+ 2y = xeX + sin(x)
7) x2y%%+ 3xy%+ y=0

Exercice 5 Division euclidienne de polynémes

1) On voudrait conjecturer a l'aide de MuPAD le reste de la division euclidienne de A par B sadant que
A = ((sint)X + cost)" parB = X 1.
Déterminez cereste pour desvaleurs particulieres de n. Conjecture? Prouvez votre conjecture...
Reprenezle mémeexerciceavec B = X 2 + 1. Pour vous aider dans votre conjecture, vous pourrez utiliser
la fonction combine(expr,sin cos) qui permet de linéariser une expressiontrigonométrique et la fonction
coeff(p,x,n)  qui permet d'isoler le coe cien t du polynbme p en x".

2) Montrez que A = X + 3X2+ 5X3+ 5X4+ 3X5+ X8 divise B = (X + 1)5"*1 X6+l 1 Vouspourrez
utilisez au choix la fonction solve(equation,in  connue) ou factor(polynome) pour trouver lesracinesde
A.

Exercice 6 Avec sommation

1
Trouvezla valeur de X !
L B+22+ +n?
n=

Exercice 7 Trigo

RésohezI'équation arccogx) = arcsin(2x)

Exercice 8 Etudes de fonctions

1) Etudiez la fonction x 7! x arctan(x) en portant une attention particuliére au comportement asymptotique.
2) Etudiez x 7! ® (x2  1)2(x + 11=3).

Exercice 9 Ipp

R _
On poseln = =2 sin" t dt. Exprimez | ,+2 enfonction del,.
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Exercice 10 Systeme

8
< X+tay+z+t = 1
Résoudre. x+y+az+t = b
x+y+z+at = 1

Il esttemps de passeraux chosessérieusesavec cette activité de niveau Terminale.

V.

1)

2)

3)

4)

Initiation a la programmation : 7 manieres de calculer 7!

Bien sdr, on peut commencerpar faire
>> 7l

mais le calcul de 7! n'est qu'un prétexte pour découvrir sur un exemplesimple la syntaxe de programmation
MuPAD.

On pourrait alors taper
>>  1*¥2*3*4*5*G*7;
mais les chosespourraient secompliqguer au momert de calculer 3232!

Nous allons donc utiliser une boucle f or avec indice numérique: nous partons de 1, puis nous multiplions
par 2, puis nous multiplions le produit précéden par 3, etc. Cela donne

>> p:=1. for k from 1 to 7 step 1 do p:=p*k end_for;

Ce programme n'est pas optimum. En fait, dansune bouclefor , l'instruction step estfacultative: elle vaut
par défaut 1. Ici, on peut secortenter de

>> p:=1 for k from 1 to 7 do p:=p*k end_for;

Il reste un inconvéniert : MUPAD a c he tous lesrésultats intermédiaires. Rappelez-wusdesrolesde: et ;
puis écrivez un programme qui n'a ¢ hera que la valeur nale.

Nous aurions pu créer la liste des ertiers de 1 a 7 puis utiliser une boucle f or indexée cette fois par les
élémerts de la liste. C'est plus compliqué, mais cela nous permet de découvrir commert MuPAD traite les
listes. Il faudra bien distinguer

les ensembles (set) qui sort des collections non ordonnéesd'expressionstoutes di éren tes séparées
par desvirgules et encadréesd'accolades.

>> ensl:={2,4,1}; ens2:={2,5,8,5};

On peut e ectuer les opérations usuellessur les ensenbles

>> ensl intersect ens2; ensl union ens2; ensl minus ens2;

I'ensenble vide senote

>> {}

lessuites (sequence) qui sort descollections ordonnéesd'expressions,di éren tes ou non, séparéegar
desvirgules et encadréesou non par desparenthéses.

>> 575,1,23;

On peut aussiutiliser I' opérateur $ pour dessuites dé nies par une formule explicite
>> p**2 $ p=1.5;

> m$ 5;

>> 2§ j=1..n;

On peut changerun élémen de la suite
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5)

6)

7

>> subs(%,n=5);
>>  eval(%);

leslistes (list ) qui sort descollections ordonnéesd'expressionsséparéepar desvirgules et encadrées

par des crochets. La di érence, c'est qu'une suite, en tant que juxtap osition d'expressions,est en

guelgue sorte  en lecture seule , alors qu'une liste est une expressionen elle-mémeet pourra donc
subir desopérations algébriques.

Notez au passageguelquesfonctions utiles

>> sli=i $i=-2.2; s2:=ab,c,de;

>> |1:=[sl]; 12:=[s2]; # une liste est une suite entre crochets#
>> nops(12); # nombre d'opérandes #

>> [2[3]; # extrait le 3émeopérande #

>> [2[3..5];

>> select (x->x>0,11); remove(x->x<0,I1 );

>> subs(I2,b=32); subsop(2=z,l1); subsop(I2,5=null( )); # pour substituer ou supprimer
un opérande, null) étant la liste vide #

>> map(I2,cos);

>>  zip(11,12,(x,y)-> X+Y);

>> 13:=11.12; # pour concaténer#
Celadonne
>>  reset();

>> |=[k $ k=1..7]: p:=1: for i from 1 to 7 do p:=p*I[i] end_for: p;

Nous pouvons utiliser une boucle while

>>  reset();

>> p:=1: ki=1: while k<7 do k:=k+1: p:=p*k end_while: p;

C'est bien beau, mais que ferons-nousquand il faudra calculer 32! ou 3232! et tous les autres? Il faudrait
créerun programme (on dira une pro cédure ) qui donne n! pour tout ertier naturel n.

>> reset(); # je ne vous le dirai plus #

>> fac:=proc(n)

local p,k; # nous aurons besoin de variables locales i.e. internes a la procédure, commedes
variables  d'intégrations a l'intérieur d'une intégrale #

begin

p:=1;

for k to n do p:=p*k end_for;

end_proc: # termine la procédure #

>> fac(32);

Le meilleur pour la n : la pro cédure récursiv e, qui s'appelle elle-méme

>> factr:=proc(n)

begin

if n=0then 1 # une boucle if...then...els e pour régler le cas de 0! #

else n*factr(n-1)
end_if, # symbolise la fin de la boucle #
end_proc:

>> factr(32);
En fait, ce mécanismecorrespond a une suite numérique qui s'écrirait mathématiquemert u, = n  up 1.
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V. Des petits exercices de programmation

V.1. Les énoncés

Exercice 1
Déterminez une procédure E:=proc(x) qui, a un réel positif X, assaie sa partie entiére.

Exercice 2
Déterminez une procédureab:=proc(x) qui, a un réel x, assaie savaleur absolue.

Exercice 3
Déterminez une procédure permettant de calculer la moyennedes élémeris d'une famille de nombresréels.

Exercice 4

Pourn 2 N, on considérea, = 1+ 1=neth, = aﬁ , avec n fois a,
Par exemple,b, = (3=2)%72.

1) Déterminez une procédurequi calcule b, a partir den.

2) On admet que la suite (b,) est décroissarte et corvergevers 1. Déterminez une instruction qui permette de
déterminer le plus petit ertier n tel queb, 6 1,001

Exercice 5
Vous savez peut-étre que la suite (S, )n2n de terme général

X
Sn= E
o K

k=

est croissarte et cornvergeverse. Nous I'admettrons dans cet exercice.
1) Déterminezune procédureS=proc(n) qui, aun ertier naturel n, ass@ie S, . N'oubliez paslesgageshabituels:
vous n'utiliserez ni la fonction prédé nie sum ni les procédurescalulant n! vues précédemmen

2) Déterminez une procédureseuil:=proc(p)  qui, a un ertier naturel p, assaie le plus petit ertier naturel n
tel quejS, ¢ 6 10 P. Vousaurezbesoinde savoir que e sedit exp(1) en Maple.

Exercice 6
Déterminez une procédure sol:=proc(a,b,c ) qui, & une équation ax?> + bx+ ¢ = 0, assaie son ensenble des
solutions.

Exercice 7
Déterminez une procéduretest:=proc(l) ,| étant une liste d'entiers, qui teste si sesélémens forment une suite
croissarte.

Exercice 8
Vous connaisseztous la formule du triangle de Pascal. Déterminez donc une procédure récursive c:=proc(n,p)
qui calcule les coe cien ts du bindme. Testezavecc(32,3) et c(3,32) .
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V.2. Des solutions

Les solutions proposéessort loin d'étre les seules.Vous avez vu par exemplesept méthodespour calculer 7!, et il
en existe d'autres. Et puis, les solutions proposéese sort pasforcémen les meilleures: n'hésitez pas a faire part
de vosidées.

Exercice 1

>> E:=proc(x) begin local n; n:=0; while n<x do n:=n+1 end_while: n-1; end_proc:

Exercice 2

>> ab:=proc(x) begin if x>=0then x else -x end_if; end_proc:

Exercice 3

>> moy:=proc(l) local sk; begin s:=0; for k from 1 to nops(l) do s:=s+l[k] end_for: s/nops(l);
end_proc:

Notez qu'il faut rentrer une liste en argumert, donc ertre crochets. Vousremarquerezque nous sommesconfrontés
a un petit probleme technique: nous avons plutdét I'nabitude d'utiliser desapproximations numériquespour les
moyennes.ll existe pour celala fonction float(hombre) . Le nombre de chires par défaut est10. On peut le faire
varier grace a la variable DIGITS:= nombre Remarquezen n que MuPAD fait la di érence entre 1/3 et 1/3.0 .
Par exemple,comparez(1/3+2/3)-1 et 1/3+2/3.0)-1

Exercice 4

>> bn:=proc(n) local a,b,k; begin a:=1+1/n; b:=1; for k from 1 to n do b:=a**b end_for: b end_proc:

Le résultat estun peuillisible. On peut utiliser la fonction simplify(nombre ), maisle résultat estun peu faiblard.
Mieux vaut faire intervenir float dansla procédure.

Exercice 5

" ...le plus petit ertier tel que..." nousfait pensera une boucle while
>> m:=1: while bn(m)>1.001 do m:=m+lend_while: m;

Exercice 6

La ruse est d'introduire deux variables en plus de l'indice : t pour le terme et s pour la somme
>> S:=proc(n) local s,tk; begin

s:i=1: t=1: for k from 1 to n do t=t/k:i  s:=s+t

end_for: s end_proc:

Par curiosité, essyez

>> float(S(32)-exp( 1)) ;

Commert y remédier?

Passonsa la question suivante :

>> DIGITS=1000:

seuil:=proc(s) local n; begin

n:=0: while float(exp(1)-S(n) )>flo at(1/10”s) do n:=n+1 end_while: n; end_proc:
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Exercice 7

Rien de tres di cile mathématiquemert parlant, mais celanous permet de découvrir la fonction elif, contraction

de elseif qui permet d'accédera une sous-toucle if.

>> sol:=proc(a,b,c) local d,x1,x2: begin

d:=b**2-4*a*c:

if d>0 then x1:=(-b-sqrt(d))/ (2*a) : x2:=(-b+sgrt(d)) /(2 *a): elif d=0 then x1:=-b/(2*a): x2:=x1

. else xL:=(-b-I*sqgrt(  -d)) /(2 *a): x2:=(-b+I*sqrt(- d))/( 2*a) : end_if; if d<>0then print("Les solutions
sont ".expr2text(x1). "et .expr2text(x2)) : else print ("La solution est ".expr2text(xl)) : end_if;
end_proc:

II'y a bien sdr plus court

>> solv:i=proc(a,b,c ) begin
solve(a*x**2+b* x+c=0,x); end_proc:

VI. Premier exemple d'application en terminale : métho de de Newton
et dichotomie

Vous savez de quoi il s'agit, donc je me contente de donner le résultat :
On construit un programme dépendart de la donnéed'une fonction f, d'une précision e et d'un premier terme
uO.

>> Newton:=proc(f,e ,u0)

>> |ocal un,aun,fpk;

>>  begin

>> fp:=D(f);# fp est la dérivée de f

>> k:i=0; # Onregle le compteur des itérations a zéro

>> aun:=u0; # l'ancien un vaut au départ uO

>>  un:=uO-f(u0)/fp  (u0); # calcul du terme suivant

>> while abs(un-aun)>e do # tant que la précision n'est pas atteinte, on réitere
);

>>  ki=k+1;# un tour de plus au compteur

>

>> aun:=un; un:=un-f(un)/fp(u

>> end_while;

>> print(Unquoted,e xpr2text(f loat( un)) ." est la solution trouvée a ".expr2text(e)." prés apres
".expr2text(k). " itérations");

>> end_proc:

On regardece que celadonne
>>  Newton(x->x"2-2, 107(- 4),2) ;

Pour la dichotomie, la procéduredépend toujours de f et e et aussidesbornesa et b de l'intervalle
>> dicho:=proc(f.e, a,b)

>> |ocal aa,bbk;
>>  begin
>> aa:=abb:=b; # les anciennes bornes valent au départ a et b

>> ki=0; # le compteur est mis a zéro
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>> while (bb-aa)>e do

>> if sign((f((bb+aa)/ 2))) =sign((f (bb))) then bb:=((aa+bb)/2):
>> else aa:=((aat+bb)/2):

>> end_if:

>>  ki=k+1;

>>  end_while;

>>  print(expr2text  (fl oat( (bb+aa)/ 2)). " est la solution trouvée a ".expr2text(e). " prés aprés
".expr2text(k). " itérations");

>> end_proc:

Il ne reste plus qu'a appliquer et a comparer
>> dicho(x->x"2-2,1 07(-4), 1,2);

VIl. Deuxieme exemple d'application en terminale : arithmétique

Voici desextraits d'activités quej'ai proposéesenterminale cette année.

VI 1.1. Tests et cribles

Nous pouvons tester si un nombre est premier:

>> testl:=proc(n)

>> |ocal L;

>>  begin

>> L:=[]; # Oncrée une liste, vide au départ, pour y placer les éventuels diviseurs de n#
>> for i from 2 to floor(sqrt(n)) do # floor signifie partie entiére #

>> if n modi = 0 then L:=L.i: end if # si le reste est nul, on ajoute i ala liste #
>> end_for;

>> if L=[] then print(expr2text(tn ). " est premier" ); # si L est vide, n est premier #

>> else print(expr2text (n). n'est pas premier" ); end_if

>>  end_proc:

>> test1(1321235158 );
"1321235158n'est pas premier"

>> test1(101!+1);
Error: Computation aborted; during evaluation of 'testl'
Cetest a donc deslimites et nécessiterade nombreusesaméliorations.

Mais nous pouvons faire mieux: nous pouvons obtenir rapidemert une liste despetits ertiers premiers inférieurs
A un nombre donné n: on écrit les ertiers de 2 a n et on barre les multiples des nombres premiers inférieurs a

n. Les ertiers restant sort premiers. Nous ne sommespas les premiers a avoir eu cette idée, Eratosthéne l'a eu
avant nous en 240 avant JiCé.

>> Erato:=proc(n)
>> |ocal x,,y,P;

>>  begin
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>>  x = array(l..n); # Oncrée une liste de n nombres #

>> for i from 1to n do

>> x[i]:=1; #ces nombres valent tous 1 au départ#

>> end_for;

>> x[1]:=0; #1 n'est pas premier donc on le "raye" en lui associant O#
>> for y from 2 to floor(sqgrt(n)) do #on teste les entiers jusqu'a Vn (floor = partie entiére)#
>>  if(x[y]=1) then #si le yémenombre n'est pas barré#

>> for i from 2 to floor(nly) do

>>  x[i*y]:=0; #on barre tous ses multiples#

>> end_for;

>> end_if;

>> end_for;

>> P:=[]; #on crée une liste vide#

>> for i from 1 to n do

>> if(x[i]=1) then P:= P.J|; #on ajoute tous les entiers non barrés#
>> end_if;

>> end_for;

>> P; #on affiche la liste des entiers restant : ils sont premiers#

>> end_proc:
Cela nousdonne:

>> Erato(100);
[2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37,41, 43,47,53,59, 61, 67,71, 73, 79, 83, 89, 97]

VI I.2. Décomp osition des entiers en pro duit de nombres premiers

Pour obtenir un programme donnart la décomposition d'un ertier donné, nous allons utiliser la procédureErato
mise au point précédemmei qui renvoie la liste desentiers premiers inférieurs a un nombre donné.

>> decompo:=proc(n)

>> local L,|,D,N;

>> begin

>> D:=[]: L:i=FErato(n): l=op(L): N:=n:

# | estl'ensenble desnombres premiers inférieurs a n #

>> while not(contains(lN )) do

# tant que N n'est paspremier #

>> for k from 1 to nops(L) do

# nops(L)= nb d'élémerts de L #

>> if NmodL[K]=0 then D:=D.[L[K]]; # si le kiéme premier divise N, on le rajoute a la liste#
>> N:=Ndiv L[K]; # on divise N par ce nb premier #

>> preak; # on recommencea la 5émeligne des fois que le kiéme premier divise encore n#

>> end_if; end_for; end_while;
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>> D:=D.[N]; # on n'oublie pas n si n est premier

>>  end_proc:

>> decompo(50);
>> [2, 5, 5]

Pour étre honnéte, il existe la fonction factor qui donne directemert la décomposition en produit de facteurs
premiers.

>> factor(50);
>> 252

VI 1.3. Petit théoreme de Fermat

Nous avons mis au point sur le modéle du crible d'Eratosthéne une méthode permettant de tester si un ertier est
premier ou non. Cela marche assezbien pour des petits nombres, mais cette méthode deviert impraticable s'il
s'agit de tester un entier d'une certaine de chi res. Nousallons nousoccuper danscette sectionde deux problemes
imbriqués: d'une part trouv er desméthodespermettant de véri er rapidemert si un nombre est premier et d'autre
part ré échir a d'éventuelles méthodes permettant de fabriquer desnombres premiers aussigrands que I'on
veut.

A thing of beauty is a joy for ever. Its lovelinessincreases;it will never Passinto nothingness écrivait John
Keats 217 ans aprés la naissancede Pierre de Fermat, dont le Petit Théoréeme demeureun joyau de la théorie
des nombres, malgré les innombrables décou\ertes e ectuées depuis dans ce domaine. S'il est quali é de petit,
c'est qu'une conjecture célebredu méme Fermat, restéeindémortrée pendart dessiécles,s'est accaparéele titre
de Grand Théorémede Fermat.

n

x" +y" = z" n'a pasde solution dansN® pour n > 2

Dans la marge d'un manuscrit, Fermat prétendait en avoir trouv é la démonstration mais manquer de place pour
I'écrire. Il a pourtant fallu attendre 1995 pour qu'Andrew Wiles le démortre en utilisant desoutils surpuissars :
I'entétement d'une multitude de chercheurs a abouti a la démonstration de ce théoréme, mais surtout a permis
de développer d'imp ortants outils en théorie desnombres. Quant a lui trouver desapplications, le problémereste
ouvert.

Au contraire, notre petit théoréme, bien moins médiatique et a la démonstration abordable, a eu de trés
nombreuseset importantes conséquencesnous allons en étudier quelques-unes.

Mais tout d'abord, commert l'idée de sonthéoremeest veru a l'esprit de I'ami Pierre?
Au cours de sesnombreusesrecherches, Fermat s'est intéresséaux nombres de Mersenne? qui sort les nombres
dela forme M, = 2" 1, avecn un ertier premier. On savait déja que M 1; était composé

211 1=2047= 23 89(i)
Mais c'est Fermat qui remarqua que
228 1=8388607= 47 178841(ii)

Il sauta aux yeux de Fermat qui vivait parmi les ertiers, que 47= 2 23+ 1 enobsenant (ii) ce qui lui mit la
puce a l'oreille pour obsener que23= 2 11+ 1dans(i). Qu'en dire? Que le plus petit diviseur premier d'un
nombre composé2P + 1 estde la forme 2p+ 1?

Le probléme, c'est que 22° 1= 536870911= 233 1103 2089 et donc, ¢a ne marche pas. D'ailleurs, ce n'est
pas ce qui attira l'attention de Fermat. Il remarqua en e et que dans (i), non seulemen 23= 2 11+ 1 mais
aussi89= 8 11+ 1. De mémedans(ii), 47=2 23+ 1et178481= 7760 23+ 1.l conjectura donc que tout
diviseur premier de 2° 1 est congru a 1 modulo p.

2. Nous en reparlerons plus abondamment un peu plus loin
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Mais I'ami Pierre ne s'arréta pasla. On a 2'*  1[23] mais on a le mémerésultat avec 222, 233, etc. De méme,
211 222 288 etc. sort tous congrusa 1 modulo 89. Et puis 223, 246, etc. sort congrusa 1 modulo 47 et enn
223,...,2178480 "etc. sont aussitous congrusa 1 modulo 178481

Oui, et alors. Et bien, pour cesquatre nombres premiers,on a 2™  1[p], mais surtout, dans chaquecas,l'un de
cesmestp 1.

En bref, pour les nombres premiers 23, 89,47 et 178481,0na2” ' 1[p]. Est-cevrai pour tous lesertiers? Nous
qui avons un bel ordinateur, menonsune petite enquéte:

>> fer:=proc(a,n) local k;

>> pegin

>> for k from 1 to n do

>> [ithprime(k),pmo d(a,i thpri mék) -1,i thpri mgk) )] ; # ithprime(k) donne le kemenb premier

>> end_for; end_proc:

>> fer(3,15);

12, 11, [3, 0], [5, 11, [7, 1], [11, 1], [13, 1], [17, 1], [19, 1],
[23, 1], [29, 1], [31, 1], [37, 1], [41, 1], [43, 1], [47, 1]]

Occupons nous maintenant du théoreme lui-méme, énoncépour la premiére fois par Fermat en 1640 dans une
lettre adresséeau fameux Frére Marin Mersenne.

Théoréme -1
Soit p un nombre premier et a un entier non divisible par p. Alors a®? 1 1 est divisible par p, ou, en d'autres

termes
a ' 1fp]

Comme d'habitude, Fermat a rma avoir la démonstration mais ne pas avoir la place de I'écrire a son correspon-
dant 3

Il existe de trés nombreusesdémonstrations de ce théoréme. Nous en verrons trois, une maintenant, une a titre
d'exercice et une comme cas particulier d'un théoremeplus général,le théoremed'Euler.

La plus rapide consistea montrer queaP (p 1)!=a 2a 3a (p 1aestcongrua(p 1)! modulo p
puis d'en déduire le résultat. Nous aurons besoind'établir deux petites propriétés®.

Propriété -1
Soit p un nombre premier et a un entier, alors p divise a OU p et a sont premiers entre eux.

Propriété -2
Soit p un nombre premier et a et b deuxentiers. Si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

Considéronsdonc les multiples successifdle a jusqu'a (p 1)a et appelonsr le reste de la division de ka par p.

Montrons d'abord qu'aucun ri n'‘est nul: en e et, si p divisait ka, alors il diviserait a ou k, or il ne divise
pasa par hypothéseet il ne divise pask cark 6 p 1.

3. Fermat était-il malhonnéte ou avare de son encre?
4. Un petit exercice d'entrainement consiste a les démontrer
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Montrons maintenant que cesrestessort deux a deux distincts : s'il existe deux ertiers k et k° tels que
re = ryo, alorska  k%lp)], puis a(k k9  O[p], ce qui veut dire que p divise a(k k9. On peut donc
conclure commetout a I'heure.

On obtient doncqueaP *(p 1)!'=a 2a 3a (p Da r1 ry ro 1[p]. Or lesry sort
p 1 ertiers distincts comprisentre 1 et p 1: il s'agit donc exactemen deserntiersdelap 1 alordre
pres, donc leur produit estégala (p 1)!

On obtient doncquea® Y(p 1) (p 1)[p]

Pour conclure,on montre facilemert quep estpremier avec(p 1)!. Or p estpremieravec(a® * 1) (p 1)!

et on utilise une troisiéme fois le théoréme de Gausspour conclure que p divise a? * 1.

Et maintenant...une petite illustration MuPAD, évidemmeri...
On utilisera la fonction n modd qui renvoie le reste de la division de n par d.

>> 2*%(97-1) mod97;

1

Choisissonsmaintenant un nombre premier quelconquegrace a la fonction nextprime
>> p:=nextprime(10* *20);

10000000000000000039

puis un nombre ertier quelconqueinférieur a 10'2

>> random();

321110693270
calculonsaP * modulo p

>> a**(p-1) modp;
Error: Over ow/under o w in arithmetical operation
C'est trop gros: serions-nousdonc encore une fois condamnésaux petits nombres? Eh bien non, il est temps
d'utiliser notre cerveau! Et aussil'algorithme d'exponertiation rapide vu précédemmei
>> pmod:=proc(a,n,p ) local B,A;
>> begin
>> Ai=a modp: B:=1; # Pour simplifier  car on travail modulo p
>> while n<>0 do

>> if n mod2=0 then A:=(A*A modp); n:=n/2 # si n pair, on éléve au carré et on divise la puissance
par 2

>> else B:=(B*A modp); n:=n-1 # sinon, on enléve une puissance pour obtenir une puissance paire
>> end_if end_while;
>> B

>>  end_proc:
Cette fois-ci on a la réponse, et en plus, instantanémert !
>> pmod(321110693219,1 00000000000000000039- 1, 100000000000000000039);

1

Comme quoi, quand on arrive aux limites des possibilités calculatoires d'un ordinateur, rien ne vaut un bon
cerveau.

C'est bien joli tout ¢a, amis a quoi ¢a peut servir?

Prenonsun grand nombre, assezcompliqué pour avoir I'air premier, par exemple

>> n:=10**100*rando m()** 3+32! +32*r andom()+13;
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n:=1741699500762249019952 126647 441817600000000000000000000000000000000000000000000000000@CO000000000
026313083693893530167241908282577229

Est-ce que ce nombre de 136 chires est premier? Sitel estle cas,alors2P 1 1[p]°

Jetons donc un coup d'=+il

>> pmod(2,n-1,n);

10929185996486681551323016451 7167793897 3308556359031603915090554003250963 711238559726231870063544874
464286084761628382268616793816279

Ouh la la, ¢ca ne fait pas 1! Donc n n'est pas premier, et la réponsea été donnéeimmédiatemert, en quelques
mili-seconded C'est quand mémeasseZort : on arriv e, graceau petit théorémede Fermat, a montrer qu'un ertier

de 136 chires pris au hasard n'est pas premier®.

Maintenant, que se passe-t-il si le résultat est e ectivemert 1? Celafait-il de n un nombre premier?

Par exemple,vériez que 2®*' 1 1[341] et pourtant 341= 11 31 On dit que 341 est pseudopremier.

Voici un petit programme pour trouver les premiers nombres pseudopremiers:

>> pseudo:=proc(a,n ) local i,L;

>>  begin

>>  L=[f;

>> for i from 3 to n step 2 do if not(isprime(i)) and pmod(a,i-1, i)=1 then L:=L.[i];
>> end_if; end_for:

>> L

>>  end_proc:

>>  pseudo(2,2000);

[341,561, 645,1105,1387,1729,1905]
>> pseudo(3,3000);
[91,121,671,703,949,1105,1541,1729,1891, 2465, 2665, 2701, 2821]

Pour des nombres plus grands, il n'est pas facile de savoir s'ils sort réellemert premiers. Puisqu'on ne sait pas
a priori s'ils le sort, on les appelle des nombres probablemert premiers de basea. Certains sort PP d'une seule
base.Par exemple

>> pmod(2,340,341)

>> pmod(3,340,341);
56

Ainsi, nouspouvonsmultiplier lesbasespour éliminer lescandidats. Malheureusemet, il existe encoreune in nité
de nombres qui sort PP dans toutes les bases,tout en étant composés

Dé nition -1
Un entier composén estun nombr e de Carmichael sia" ! 1[p] pour tout entier a premier avec n

Pour sedonnerun ordre de grandeur, il y aun peu plus d'un million de nombrespremiersinférieurs a 25 milliards,
mais seulemem 21853 pseudopremiers et parmi eux 2 163 nombres de Carmichael. C'est peu, mais c'est toujours
trop !
Malheureusemen, leschosessecompliquert un peu par la suite et nousdewvonsjeter I'épongea notre niveaufaute
d'outils algébriques.
Nous pouvons seulememn démortrer quelqueslemmesmenart a destests fort puissarts mais pour l'instant hors
d'atteinte.

5. pourquoi ?

6. Ca peut paraitre impressionnant comme ¢a, mais MuP AD s'avérera ridiculement minable quand il s'agira de tester des nombres
d'un million de chires. Mais bon, c'est un début...
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VI 1.4. Systeme RSA

Nos amis Ronald Rivest, Adi Shamir et Leonard A dleman mirent au point en 1977 un systémede codage alors
gu'ils essyaient au départ de montrer que ce qu'ils allaient développer étaient une impossibilité logique: aah, la
beauté de la recherche...Et savez-wvous quel est la basedu systéme? Je vous le donne en mille : le petit théoréme
de Fermat! Mais replaconsdans son cortexte les résultats de R, S et A. Jusqu'il y a une trentaine d'années,la
cryptographie était I'apanage des militaires et desdiplomates. Depuis, les banquiers, les mega businessmen et
women, les consommateursinternautes, les barons de la drogue et j'en passeont de plus en plus recours aux
messagesodés. Oui, et alors? Le probléme, c'est que jusqu'ici, I'envoyeur et le destinataire partageait une méme
clé secretequ'il fallait faire voyageral'insu detous: lesétats et I'armée ont la valise diplomatique, mais lesautres?
C'estici queWhiteld Die et Martin Hellman apparaissen avecleur idée de principe qu'on peut résumerainsi:
votre amie Josette veut recewoir de vous une lettre d'amour mais elle a peur que le facteur l'in tercepte et la lise.
Elle fabrigue donc danssonpetit atelier une clé et un cadenas Elle vouservoie le cadenas,ouvert mais sansla clé,
par la poste, donc a la merci du facteur: le cadenasest appelé clé publique Vous recewez le cadenaset I'utilisez
pour fermer une boite contenant votre lettre : le facteur ne peut pas l'ouvrir car il n'a pas la clé. Josette recoit
donc la boite fermée: elle utilise saclé, qu'elle seuleposséde pour ouvrir la boite et se pAmer devant vos élans
epistolaires.

En termes plus mathématiques, cela donne: je fabrique une fonction dé nie sur N qui possedeune réciproque
. On suppose qu'on peut fabriquer de telles fonctions mais que si I'on ne connait que , il est (quasimert)

impossiblede retrouver . La fonction i est donc la clé publique: vous ervoyez (message)a Josette. Celle-ci

calcule (message = messageJosette est la seulea pouvoir décaer car elle seuleconnait

Tout ceci était trés beau en théorie, mais Die et Hellman n'arriv érert pas a proposer de telles fonctions. Mais

voici qu'arrivent Ronald, Adi et Leonard...

Je vais vous préserter la méthode en e ectuant les calculs grace &8 MuPAD. Il ne vous restera plus qu'a prouver
mathématiquemert que tout cecifonctionne de maniére cohérerte...

Nous aurons tout d'abord besoin d'un programme numqui transforme un messageécrit en majuscule en un
nombre ertier et un programme alph qui e ectuera la démarce inverse.Je vous les livre sansexplications car
leur fabrication ne nous intéressepas arithmétiquement parlant .

>> npum:=proc(m) local IL;
>> begin l:=numlib::toAs cii(m): L:=""
>> for i from 1 to nops(l) do L:=L.expr2text( |I[i ]) end_for:

>> text2expr(L); end_proc:

>> num("TU ES LE MEILLEUR");

848532698332 /03277697 37676698582

>> alph:=proc(n) local IL;
>> begin L:=[]: l:=expr2text(n)
>> for i from O to length(l)-1 step 2 do L:=L.[text2expr( substri ng(l, i, 2))] end_for:

>> numlib::fromAsci i(L ); end_proc:

>> alph(67697665327 065738432767978718469778083328185693274693276693283657383327779\
7832806585868268328069847384328469726983837378);

"CELA FAIT LONGTEMPS QUE JE LE SAIS MON PAUVRE PETIT TEHESSIN"

7. Les curieux pourront toujours me demander des éclaircissemerts
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Ceciétant dit, je vaisvousmontrer commert quelqu'un peut m'envoyer un messagerypté en utilisant le protocole
RSA, que personnene peut comprendre sauf moi, puis commert je vais décrypter ce message.
Avant de m'envoyer un messagepn doit connaitre ma clé publique connue de tous et constituée d'un couple de
nombres (n;e).
Et avant de connaitre cette clé, il faut que je la fabrique - secrétemen - de la maniére suivante :

je commencepar fabriquer un nombre premier quelconquemais su samment grand

>> p:=nextprime(85 7452321345678945615348675153785313513545313135435153);

85745232134568945615348675153785313513545313135435373

puis un autre
>> Qg:=nextprime(95 74138786465743137483136984548364156838461638468343648634) ;

95741387864654313748313698454836415683846163846834 3648643

Cesdeux nombres ne sort connus que de moi!
je forme le produit de cesdeux nombres

>>  n:=p*q;

8209367527340530411052298901582616385829265287443229928970780910295559020\
5647447531009112645082731005145648839

Cenombre n estmon module public. Il restea former le nombre e qui est ma puissancede cryptage publique.
La encore,celasefait par étapes.

je commencepar former le nombre phi_n (tiens, tiens...) de la maniére suivante
>> phi_n:=(p-1)*(q -1);

8209367527340530411052298901582616 385829265287 44 322983322081 8522424670856\
2772214208657870493107547223666564824

c'est la qu'il faut jouer avec la chance: je dois choisir un nombre e premier avec phi_n. En pratique, je
choisis un grand nombre premier au hasard:

>> e:=nextprime(45 68531538443156358743168741353);

456853153844336358743168741447

Véri ons quand mémeque e et phi_n sort premiers erntre eux
>> gcd(e,phi_n);

Ouf!...8

il me reste a calculer ma puissancede décryptage secréte je I'obtiens en cherchant I'inversede e modulo
phi_n, c'estadire, commevouscommencez le savoir puisquenousl'avonsvu plusieursfois, en déterminant
un coe cien t de Bézout gracea l'algorithme d'Euclide étendu.

Le probleme,c'estquenosnombressort un peu grandspour faire I'algorithme ala main, mais...heureusemen
il y a MuPAD. Il existe en e et une fonction igcdex(x,y) qui renvoie le PGCD de x et y, ainsi que des
coe cien ts de Bézout u et v qui vérient doncux + vy = x "\ y

>> igcdex(e,phi_n) ;

11
-33615678091522966390080366314943856192209886396520797 258981 0567505057 256\
48528023597108358778352121022620510929
, 187072006504301962451071430061

8. Pouvait-on en étre sdr?
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Ceciveut dire queue+ v phi_n = 1, avecu le deuxiemenombre renvoyé par MUPAD et v le troisiéme. Ainsi
ue 1fphi_n], maisu n'est pasforcémert I'inversede e modulo phi_n, car il n'appartient pasforcémert a
l'intervalle ertier [O;phi_n 1]. 1l sut de calculer saclassemodulo phi_n

>> d:=-3361567809152329663900803663149438561922098863965207972589810567505057256\
48528023597105238778352121022620510929 mod phi_n;

4847799718188233772044262270088230 766603276647 791150107322712847 374098291\
4244190611552411714755426201046053895

Je suismaintenant prét a recewir desmessagesryptés selonle protocole RSA et vous étesprét(e) a m'en ervoyer
car j'ai rendu publiqgue ma clé (e;n).

d'abord vous numérisez votre message.
>> text_ num:=num(" ESHAY¥E DONME DECRYPTERE MESSAGE");

69838365896932879786 73268693 268696 7828980846982326 769327 7698383657 169

comme nous allons calculer modulo n, il faut vérier que text_n um est plus petit que n, en utilisant par
exemplelength °

>> length(n);

112
>> |length(text_num );

70

ensuite, vous calculezce nombre puissancee et vousregardezquelle est saclassemodulo n gracea un petit
programme mis au point précédemmen

>> crypte:=pmod(te xt_num,e,n);

3546923315071093648369621564213357837080328406430784459914432556683228305\
4895739304652974279084728520248267373

je recois ce messageet je le décrypte grace a ma clé secréeted que je suis le seul a connaitre dans tout
l'univ ers

>> decrypt:=pmod(c rypte ,d,n) ;
6983836589693287978673268693268696 7828980846932326 769327 7698383657169

il ne me reste plus qu'a retrouver mon texte original gracea la procédurealph
>> alph(decrypt);

"ESSAYE DONC DE DECRYPTER CE MESSAGE"

Ca marche!

Oui, bon, mais je devine que mille questionssebousculert déja dansvostétes: commert ¢a marche?Pourquoi ¢ca
marche? Commert casserle systeme? etc.
Pour vous aider, voici quelquesquestionsintermédiaires.

1) Quevaut ' (pg) sip et q sort premiers?
2) Ou intervient le théoréme d'Euler ? Pourquoi a-t-on le droit de l'utiliser ? Vous pourrez montrez que si

a! alpleta' a[q], alorsa¥ alpq en étudiant a¥ a.

3) A quelle opération mathématique correspond le  cassage naturel du systéme? Est-ce un probléme facile?
4) Supposonsqu'un mémetexte en clair t est envoyé a deux personnesayant choisi le mémenombre n et des

exposarts e; et e, premiers entre eux: on trouve facilemert u et v tels que ue; + ve; = 1. Alors les deux
messageshirés sort ¢; t®[n]etc, t%2[n]. Montrez que, connaissan c;, C;, €1, € et n, on peut en
déduire t, ce qui est fort génart...

9. Et qu'est-ce qu'on peut faire si text_n um est trop grand?



